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MATHEMATICS 
BEISPIELE VON CHOQUET’SCHEN KAPAZITATEN 
AUS DER THEORIE DER CARATHfiODORY’SCHEN MASZE 
VON 
J. RIDDER 
(Communiaated at the meeting of April 26, 1976) 
Duale Einfiihrung von inneren Kapazitliten (Q Ibis) gegeniiber den hier 
rtls iiupere Kapazitiiten benannten urspriinglichen 1) (abstrakten) Cho- 
quet’schen Kapazitiiten (9 1). Die Par. 2 und 2bu enthalten Beispiele 
aus der Theorie der Carath6odory’schen BuSeren und inneren MaSe, bzw. 
ftir luBere- und fiir innere Kapazitlit. 
0 1. P(E) sei die K.lesse aller Teilmengen einer Menge E; s(E) sei 
eine Teilklasse van P(E), mit 0 E S(E) und den Eigenschaften (8, 6) (wes 
heiI3en solI: Summe von endlich vielen- und Produkt von abz&.lbar 
unendlich vielen Mengen von S(E) gehijren zu A?(E)). 
Die liul3ere &‘-Kapazitlt 0 *, definiert fiir die Mengen von P(E) und 
mit (reellen) Werten in R+, C*(O) =0, erfiille, neben der Eigenschaft : es 
gibt eine Merge mit C* # o und en&&, die nechfolgenden Axiom&a : 
I. aus X 2 Y mit X, Y E P(E) folgt C*(X) sC*( Y) ; 
II. &US Xl~Xxz~... GX,G . . . . jede Menge X, E P(E) folgt v X, E 
E P(E) mit 
c*(U X,)= sup C*(X,) oder lim C*(X,); 
III. CtUSXl~X~~ . ..zx.z . . . . jede Menge X, E ti(E) folgt A X, E 
EZ(E) mit 
c*(n X,) = inf c*(x,). 
Definition. X E P(E) heil3e &‘-kapazitierbar, mit C(X) ihre x- 
Kepa,zitilt, falls 
(1) c*(x) = C*(X), 
wobei die innere &‘-Kapazitlit C, von X definiert sei mittels 
(2) C,(X) = sup C*(Y) fiir alle Y E X, E S’(E) ; 2) 
1) Die Notationen weichen teilweise von denen in G. CHOQUET, Fowne abatraite 
du th.Sor$me de cupa&zbilitd (Annales de l’In&itut Fourier. Tome 9, 83-89 (1969)) ab. 
a) Also ist immer C*(X) S C*(X) fiir jede Menge X E P(E). 
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dann sei 
C(X) = C*(X) = c*(x). 
Eigenschaft. Jede Menge X E x(E) ist &‘-kapazitierbar; also 
*v-Q 6 ho, wobei L@$?&‘) die Klasse der x-kapazitierbaren Mengen. 
Eigenschaft. Aus Xi & . . . g X, g . . . . jede Menge X, ..%-kapazitier- 
bar folgt such u X, &‘-kapazitierbar. Insbes. ist eine derartige Summe 
von abzahlbar vielen Mengen (X,) von L%‘(E) such &‘-kapazitierbar. a) 
Beweis. Bei den X, wie in der Eigenschaft l&St sich folgern: 
C*(U X,) = (nach II.) sup C*(X,) 
= (nach (1) und (3)) sup C,(X,) 
= (nach (2)) sup [sup C(Y) fur alle Y E X,, E #(3)ln iest 
= sup [C(X) fiir alle X E u X,, E Yf(E)ln variabel 
=(nach (2)) C,(U X4, 
also (Def. von s-kapazitierbar) u X, s-kapazitierbar. 
3 2. Beispiel 1. In den Par. 1, 2, 3 meiner Arbeit: Methoden zur 
Erweiterung von Maji’en in o-Somenringen 4) findet man eine Zusammen- 
fassung von schon in Acta mathematics 73 (1941) publizierten Resultaten. 
Bei Beschrlinkung auf a-Mengenringen sei E eine abstrakte Menge mit 
P(E) Coder a] als d er a-Mengenring aller Teilmengen von E, die leere 
Menge 0 mit einbegriffen; fiir die Teilmengen von E ist dann ein regulkes 
luBeres Ma13 rno definiert; es gibt (l.c. Ax. lo) eine Menge A E P(E) mit 
me(A) endlich und #o, w&rend ma(O)=0 (Satz, l.c. S. 363), und me 
nicht-abnehmend ist fur die Mengen von P(E) (l.c. Ax. 3’; vgl. hier I.), 
also immer nicht-negativ; der Wert +oo fiir rno bleibe hier ausgeschlossen. 
Die mo-mefibaren Mengen (X) in P(E) [oder ‘81 (Def. l.c. 8 1) bilden 
einen a-Mengenring SO(E) [oder K], mit dem MaBe m = me total-adclitiv 
auf R (l.c. S. 365, Satz auf dritter bis ftinfter Zeile v.o.); das auf !!l ein- 
gefiihrte innere Ma13 mo fiihrt auf den Mengen (X) von SO(E) zu der 
Relation mO(X)=ms(X), auf den tibrigen Mengen (X) von P(E) zu 
ma(X) <mO(X) (1. c. Satz (zu FuBn. 16) auf Seite 364); fij, jede X E P(E) 
(hier immer mit mO(X) endlich) ist me(X) = sup mO( Y) fiir alle Y 2 X, 
E #O(E) (l.c. $ 2, Satz). %(E) ist Teilklasse von P(E) mit 0 E X’(E) und 
den Eigenschaften (s,6) ; sie fallt aul3erdem zusammen mit der Klasse 
%0(E) der Teilmeng en von E, welche ein MaB m = mo haben. [VgZ. hier 
in Q 1 die DeJinition von Z(E) und die Dejkition von X-kapazitierbar 
mit (l), (2), (3), wie such die nachfolgende Eigelzschuft: X(E) & #‘O(E).] 
s, Darum nooh nicht immer E H(E). 
4) Siehe diese Proceedings A, 73 (1970), S. 361-376. 
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Ax. 6’, l.c. S. 364 erhalt hier die Form: Aus Xi & X2 E . . . & X, 2 . .., 
jede Menge X, E P(E) folgt lim,,, mO(X,) = mO(u X,), w&rend Satz LY, 
1.0. S. 365 liefert : Aus Xi 2 . . . 2 X, 2 . . ., jede Menge X, E z(E) folgt 
n X, E L??(E) mit m(A X,) = lim 12-+4) m(X,). [Vgl. bier II. und III. 
in $ 1.1 
In diesem Beispiel sind ms und m als aul3ere und innere #-Kapazitat, 
C* bzw. C,, aufzufassen, mit m als zugehorige z-Kapazitat C. 
B ei spiel 2. In $ 5 der zitierten Arbeit 4) ist %O a-Teilsomenring 
eines o-Somenringes ‘8, dessen jedes Element durch ein Soma E ‘$.lO iiber- 
deckbar ist; fiir die Elemente von %‘J ist eine nicht-negative total-additive 
Somenfunktion, also ein total-additives MaI p definiert, wobei fti wenig- 
stens ein Soma von %s der Wert von ,u endlich und fo ist. Fiir jedes 
a E % ist ein BuBeres Mal3 ma(a) eingefiihrt mittels 
ms(a) =untere Grenze der ~(6) mit 6 E ‘80, a E 6. 
Durch Spezialisierung zu Me ngenringen wird % zu der Klasse P(E) 
aller Teilmengen einer Menge E, die leere Menge mit einbegriffen, deren 
jede durch eine Menge aus dem o-Mengenring 80 iiberdeckt wird; deEer 
Wert +oo fiir ,u bleibe hier ausgeschlossen, wodurch such ms nur endliche 
Werte haben kann. 
Der Satz lot. cit. $ 5 geht nun fiber in: 
Fiir rno und 9.l [oder P(E)] sind die Axiome lo-7’ in den Par. 1, 2, 3 
lot. cit. beweisbare SLtze. Mit dem zugehijrigen a-Mengenring ‘8s wie oben 
und dem o-Mengenring R[= %0(E)] der mo-meI3baren Mengen, und zu- 
gehiirigem total-additiven Ma13 m = mo ist ‘80 G R, a) w&rend fiir die 
Mengen (A) in ‘%e gilt 
m(A) = mO(A) =&A) ; 
(&‘O(E)lm = mo) i t s eine Erweiterung von (%O],u), vollstiindig in %. 
Betrachtungen wie in Beispiel 1. a) zeigen da13 ms, mo und m wieder 
als aul3ere Kap., innere Kap. und Kapazitat, C* bzw. C, bzw. C, auf- 
zufassen sind. 
8 Ibis. W&rend in $ 1 die iiul3ere Kapazitiit Ausgangsbegriff, die 
innere Kapazitlit abgeleiteter Begriff ist, haben sich ihre Rollen in diesem 
Par. verwechselt. 
P(E) sei die Klasse aller Teilmengen einer Menge E; S’(E) sei eine 
Teilklasse von P(E), mit 0 E Z(E) und den Eigenschuften ((T, d) (w&s 
heifien solI: Summe von abziihlbar unendlich vielen- und Produkt von 
endlich vielen Mengen von S?(E) gehijren zu S(E). 7) 
6, a0 und K [oder SO(E)] fallen im allgemeinen nioht -en. ‘$’ fiber- 
nimmt die Rolle von d'(E) in 8 1. 
6) Mm beachte die kursiv gedruckten Teile. 
‘) Man beach& die voneinander versohiedenen Bedeutungen von .@ in 8 1 und 
in 8 lbL. 
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Die innere s-Kapazitat C,, definiert fur die Mengen von P(B) u&l 
mit (reellen) Werten in R+, C’,(O) = 0, erfiille, neben der Eigenschaft : ‘es 
gibt eine Merge rnit 0, #o und endlich, die nachfolgenden Axiomate: 
I*. aus X C Y mit X, Y E P(E) folgt C,(X) SC,(Y); - 
II*. ausXigXsL...GXng . . . . jede Menge X, E Z(E) folgt LJ X, E 
E Z(E) mit 
C,(U X,) = sup C,(X,) oder lim C,(X,) ; 
III*. ausXl~X21 . ..sX.r> . . . . jedeMengeX,EP(E)folgt ~X,E - - 
EP(E) mit 
C,(n X,)= inf C,(X,). 
Definition. X EP(E) heiBe X-kapazitierbar, mit C(X) ihre %‘- 
Kapazitlit, falls 
(I*) C*(X) = c*(x), 
wobei die iiuBere &‘-Kapazitldt C* definiert sei mittels 
P*) C*(X) = inf C,( Y) fiir alle Y 2 X, E s(E) ; s) 
dann sei 
(3*) C(X) = C*(X) = c*(x). 
Eigenschaft. Jede Menge X E s(E) ist %-kapazitierbar; also 
Jfv) ii gym wobei Zs die Klasse der &‘-kapazitierbaren Mengen. 
Eigenschaft. Aus X,2 . ..zXx.2_ . . . . jede Menge X, &‘-kapazitier- 
bar folgt such n X, &‘-kapazitierbar. Insbes. ist ein derartiges Produkt 
von abziihlbar vielen Mengen (X,) von 8(E) such &‘-kapazitierbar. 9) 
Beweis. Bei den X, wie in der Eigenschaft liif3t sich folgern: 
C, (n X,) = (nach III*.) inf C, (X,) 
= (nach (l*) und (3*)) inf C*(X,) 
= (nach (2*)) inf [inf C( Y) fiir alle Y 2 Xn, E &‘(E)In fest 
= inf [C(X) fur alle X 2 n X,, E 25?(E)ln vmiabel 
= (nach (2*)) C*(n X,), 
also (Def. von &‘-kapazitierbar) n X, %-kapazitierbar. 
CJ 2bif’. Beispiel 1*. Die in den Par. 1, 2bb, 3bu lot. cit. 4) ent- 
haltenen Axiome und Slitze liefern den Ausgangspunkt fiir das Beispiel. 
8) Also ist immer C*(X) 5 C*(X) fiir jede Menge X E P(E). 
8) Datum noch nicht immer E H(E). 
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Bei Beschrankung auf o-Mengenringen sei E eine abstrakte Menge mit 
P(E) [oder fl] als der o-Mengenring aller Teilmengen von E, die leere 
Menge 0 mit einbegriffen ; fiir die Teilmengen von E ist dann em regullires 
inneres Mal3 ma definiert; es gibt (l.c. Ax. 1” mit mo anstatt ms) eine 
Menge A E P(E) mit m&4) endlich und fo, w&rend mo(0) = o (Satz, 
l.c. S. 363 mit mo anstatt mo) und mo nicht-abnehmend ist fiir die Mengen 
von P(E) (1.0. Ax. 3” mit mo anstatt mo; vgl. bier I*. (in $ lb*“)), also 
immer nicht-negativ; der Wert +oo fiir mo bleibe hier ausgeschlossen. 
Die mo-mel3baren Mengen (X) in P(E) [oder ‘81 (Def. l.c. 3 1 mit mo 
anstatt mo) bilden einen a-Mengenring %0(E) [oder K], mit dem Mal3e 
m = mo total-additiv auf K (l.c. S. 366, Satz auf dritter bis fiinfter Zeile 
v.o.) ; das auf Ql eingefiihrte iiul3ere Ma13 ms fiihrt auf den Mengen (X) 
von s(E) zu der Relation mo(X)=ma(X), auf den iibrigen Mengen (X) 
von P(E) zu ms(X)<mO(X) (l.c. Satz (zu F&n. 16) auf Seite 364); fiir 
jede X E P(E) (h ier immer mit ms(X) endlich) ist ms(X) = inf mo( Y) fur 
alle Y 2 X, E z(E) (l.c. $ 2 b’s, Satz). x(E) ist Teilklasse von P(E) mit 
0 E &‘(E) und den Eigenschaften ((T, d) ; sie fallt aul3erdem zusammen 
mit der Klasse %0(E) der Teilmengen von E, welche ein Ma13 m E !PQ 
haben. [VgZ. hier in $ 1 bi* die Definition von S(E) und die Definition von 
Z-kupzitierbur mit (l*), (2*), (3*), wie such die darauf folgende Eigen- 
schft : S(E) g P’(E).] 
Ax. s”, 1.0. S. 365 erhalt hier die Form : Aus Xi 2. . . 2 X, 2 . . . , jede 
Menge X, E P(E) folgt lim n-,m m(Xn)=m(n X,), w&rend Satz y, l.c. 
S. 366 liefert : Aus Xi G . . . 2 X, 2 . . . . jede Menge X, E S!‘(E) folgt 
u X, E A@(E) mit WQ(U X,) = limla+co mo(X,). [Vgb. hier II*. und II*. 
in $ Ibis.1 
In diesem Beispiel sind WQ und mo als innere und LuSere &-Kapazitat, 
C, bzw. C*, aufzufassen, mit m als zugehijrige &‘-Kapazitiit C. 
Beispiel 2”. In $ 5bi* der zitierten Arbeit 4) ist ‘P ein o-Teilsomen- 
ring eines a-Somenringes ‘8, dessen jedes Element durch ein Soma E 9P 
uberdeckbar ist; fur die Elemente von ‘8s ist eine nicht-negative total- 
additive Somenfunktion, also ein total-additives Mal3 p de6niert, wobei 
fiir wenigstens em Soma von ‘P der Wert von p endlich und fo. Fiir 
jedes a E % ist ein inneres MaB me(a) eingefiihrt mittels 
m&) =obere Grenze der ,L@) mit z E !P, d g a. 
Durch Spezialisierung zu Mengenringen wird % zu der Klasse P(E) 
aller Teilmengen einer Menge E, die leere Menge mit einbegriffen, deren 
jede durch eine Menge aus dem o-Mengenring 80 iiberdeckt wird; der 
Wert +oo fiir ,u bleibe hier ausgeschlossen, wodurch such mo nur endlich 
sein kann. 10) 
Der Satz lot. cit. 4), § 5bb geht nun tiber in: 
10) Die Hypothese lot. cit. 4), S. 369 ist bier dadurch iiberfliissig. 
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Fiir mo und 8 [oder P(E)] sind die Axiome lo-4”, ii?‘, s”, (7”) von l.c. 
QQ 1, 2 bis,3bi8 beweisbare Satze. Mit dem zugehijrigen o-Mengenring W, 
wie oben und dem o-Mengenring K [E %0(E)] der ms-mefibaren Mengen, 
und zugehorigem total-additiven Ma13 m = nzo ist ‘9 & K il), w&rend 
fiir die Mengen (A) in !!I0 gilt 
m(A) = mo(A)=p(A); 
(&‘O(E)lm E mo) ist eine Erweiterung von (W],U), vollst.&ndig in ‘8. 
Betrachtungen wie in Beispiel l*. 12) zeigen dal3 mO, m,-, und m wieder 
als liul3ere Kap., innere Kap. und Kapazitat, C* bzw. C, bzw. C, auf- 
zufassen sind. 
§ 3. Zusammenhang zwischen den Beispielen 1. und l*. 
Die in den Beispielen 1. und 1 *. auftretenden Mengen E sollen als identisch 
betrachtet werden; dasselbe gilt dann fiir die Klassen [% oder] P(E) der 
Teilmengen von E. Die fiir die Mengen von P(E) definierten, hier endlich- 
wertig vorausgesetzten MaBfunktionen mo, ~JI sind zueinander adjungiert 
(10~. cit. 4), $ 4). 
In Beispiel 1. ist m0 als liuBere Kapazitiit, in Beispiel l*. mo als innere 
Kapazitiit zu betrachten. &‘O(E) [oder K] ist in beiden Beispielen die 
Teilklasse von P(E) der mO- und me-me8baren Teilmengen von E, also 
der kapazitierbaren Mengen in E; S(E) hat die in $ 1 (siehe insbesondere 
III. mit nachfolgender Definition und Eigenschaft) bzw. in $ lb18 (siehe 
insbes. II*. mit nachfolgender Definition und Eigenschaft) angegebenen 
Eigenschaften i.b.a. m0 bzw. me, und f%Ilt in diesen Speziatiallen sogar 
mit SP(E) zusammen. 
$ 4. Zusammenhang zwischen den Beispielen 2. und 2*. 
E, % oder P(E) wie in § 3 ; 5X0 a-Teilmengenring von %?I, fiir dessen Mengen 
ein total-additives, endlichwertiges Ma13 ,u, mit ,u(O) = o, daneben ,u + o, 
definiert sei. Fiir jede Menge A E 9X sind W3ere und innere MaSe, rno 
bzw. mo, eingefiihrt mittels 
bzw. 
m’J(A) =untere Grenze der ,u(B) mit B E WJ, A S B, 
m&l) = obere Grenze der p(B) mit B E W, B g A. 
Mit den Satzen lot. cit. 4), $ 5 und $ 5bi*, daneben dem Endresultat 
von $ 6 folgt : W 2 K = &P(B) 5) lz), mit SO(E) o-Mengenring der rno- 
11) go und K [oder Z(E)] fallen im allgemeinen nicht z u6ammen. Vergl. l.c. 4), 
S. 369, 370 (Beispiele). 
18) Man beachte die kursiv gedruokten Teile. a0 iibernimmt die Rolle von 
s%?‘(E) in 8 I”&. 
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und m-mel3baren Mengen; fti die Mengen (A) in 80 gilt 
m(A) = mO(A), such = m(A), und m(A)=,@). 
(sP(E)Im I T# oder = mo) ist eine Erweiterung von (W],U), vollstiindig 
in 9l. 
Betrachtungen wie in den Beispielen l., l*. zeigen daA &, mo und m 
wieder rtls liul3ere K&p., innere Kap. und Kapazitit, C* bzw. C, bzw. C, 
a;ufiufaasen sind. 
Lkknlaan 38, 
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